Examen Predoctoral
Fisica Estadistica
Jueves 15 de junio, 2016

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas, cada uno en hojas separadas. Ponga su nombre en cada
una de las hojas.

1. Considere un cilindro de 1 m de longitud que tiene una pared que se puede mover e inicialmente lo
divide en dos partes iguales. El cilindro estd en un bano térmico a T' = 300 K. El lado izquierdo del
cilindro contiene 1 mol de Helio a 3 atm. El lado derecho también contiene Helio a una presién de 1
atm. Ahora se deja que el piston pueda moverse.

a) ;Cuél es la posicién final de equilibrio?

b) ;Qué cantidad de calor se ha liberado hacia el bano térmico en el proceso de equilibrio?
R =8.3 J/mol K

2. Se dice que un gas cudntico estd débilmente degenerado cuando se cumple la condicién e*/*T < 1.
a) Demuestre que esta condicién es equivalente a A\3/v < 1, siendo A la longitud de onda térmica y
v =V/N el volumen por particula.

b) Muestre que para un gas cudntico débilmente degenerado, el desarrollo del virial a primer orden
en la densidad p = N/V estd dado por:

P A3
T (1 + 25/2/’> ) (1)

« R

donde el signo “ + 7 es para fermiones y el signo “ — ” es para bosones.

3. El modelo de Ising del sélido ferromagnético consiste en N particulas de espin 1/2 que interactiian de

acuerdo con el hamiltoniano
H:*JZSiSj*BZSi, (2)
(i,9) i

donde (i, j) representa primeros vecinos y B es el campo magnético externo.

a) Utilizando la aproximacién de campo medio, encuentre la magnetizacién promedio del sistema
m = (s;) como funcién de la temperatura, y muestre que existe una temperatura critica T, a
la cual ocurre una transicién de fase de segundo orden entre estados magnetizados y estados no
magnetizados.

b) Muestre que para una temperatura 7' por debajo, pero muy cercana a T, la magnetizacién se

comporta como
m ~ (T. = T)"/* 3)



Examen Predoctoral
Electrodinamica Clasica
Martes 14 de junio, 2016

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas después de leerlos cuidadosamente, cada uno en hojas
separadas.

1. Considere un plasma formado por N electrones libres (de carga —e y masa m) por unidad de volumen
neutralizados por iones positivos con mucha mayor inercia.

(a) Demuestre que la permitividad (relativa en SI) estd dada por

w2

P
f(w)=1- w? +iw/T

donde 7 caracteriza la disipacién (la “fuerza de friccién” sobre un electrén que se mueve con velo-

cidad 7 es F = —m@/7).

Pista: Plantee y resuelva la ecuacién cldsica de movimiento de un electrén libre en presencia de un

campo electromagnético oscilante de frecuencia w. Ignore las cargas ligadas. Ignore el movimiento

de los iones.

(b) ;Cuénto vale w,?

(¢) Considere una onda plana monocromética de frecuencia w y amplitud Eo = Fy& que se propaga en
la direccién z e incide normalmente desde el vacio (z < 0) sobre la superficie z = 0 de un plasma
inhomogéneo sin disipacién, cuya densidad aumenta linealmente con la coordenada z, N(7) = vz
(z > 0), y es independiente de z y y. Demuestre que el campo eléctrico en la regién z > 0 se puede
escribir como Et(z,t) = EyAi(az + b)Ze ™! con Ep; un coeficiente a determinar, donde Ai es la
funcién de Airy del primer tipo. ;Cudnto valen a y b7

Pista: La ecuacién diferencial )
d
¢
tiene dos soluciones independientes: la funcién de Airy del primer tipo Ai(¢) que decae en ¢ — oo
y la del segundo tipo Bi(¢) que diverge. reflejada.

Q) =¢f(¢)=0

(d) Encuentre la reflectancia.

2. Un protén (carga e y masa m) es disparado desde una distancia muy grande rg con rapidez vy (v < ¢)
hacia un nicleo fijo con carga Ze.

(a) Suponiendo que la colisién es frontal (el pardmetro de impacto es cero), calcule la distancia minima
rm de acercamiento al nucleo.
(b) ;Por qué es menor la rapidez final del electrén v; = vy — Jv cuando éste regresa a su posicién inicial?
(c) Calcule la pérdida de rapidez dv.
Pista: Podria ser 1til alguno de los siguientes resultados:

fa 22 dx 16 .3 foo dr _ 16

0 (1—x/a)l/2 =159 a r%(l—a/r)/2 7 15a3"

5 _ 5. 5 1 N — 5 e 5 oocan 1o
fcos rdr = gsinz + gz sin 3z + g5 sin b, fsm rdr = —3 cosw + 55 cos 3w — g5 €os

/2 . 5 _(m/2 5 _ 8
Jo Tsin®xdr = [[7 cos® wdr = %



3. Un modelo para calcular la polarizabilidad de un d4tomo consiste en un electrén de carga —e unido a un
niicleo fijo mediante un resorte de constante k = mw3 en presencia de una fuerza viscosa —m@/7, donde
U es la velocidad y 7 una constante de tiempo, con wy7 > 1. Se ilumina este 4tomo con una onda plana
monocromatica de frecuencia w con campo eléctrico E.

(a) Encuentre el momento dipolar eléctrico 7= a(w)E inducido en el 4tomo y calcule la polarizabilidad
a(w).
(b) Calcule la potencia electromagnética P promedio radiada por el dtomo polarizado.

(c¢) Calcule la seccién transversal de dispersién o = P/I del 4tomo, donde I es la intensidad de la onda
incidente.

(d) Calcule la fuerza promedio ejercida sobre el dtomo (a segundo orden en el campo electromagnético)
promediando la fuerza de Lorentz.

(e) Compare el resultado anterior con el impetu que fluye en la onda incidente por unidad de tiempo
a través de un disco de area o.



Examen Predoctoral
Mecanica Cuantica
Miércoles 15 de junio, 2016

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas después de leerlos cuidadosamente, cada uno en hojas
separadas..

1. Un ensamble de electrones tiene una polarizacién del 40 % en la direccién positiva del eje X y un 20
% en la direccién positiva del eje Y.

a) Determine la matriz de densidad que caracteriza al ensamble y el vector de polarizacién del
sistema.

b) Sia un tiempo ¢ = 0 el ensamble interactiia con un campo magnético uniforme en la direccién del
eje Z ;Cudl es la matriz de densidad del ensamble al tiempo 7

¢) Calcule el vector de polarizacién del sistema a un tiempo ¢ > 0. Compare y discuta su resultado
con el dado en el primer inciso.

2. Consideremos el caso de las oscilaciones de dos neutrinos. |v.) y |v,) son los autoestados de ’sabor’ o de
"interaccién’, es decir, los que podemos producir y detectar, éstos no coinciden con los autoestados de
masa y energia |v1) y |v2), los cuales tienen masas y energias (my, E1) y (ma, Es) respectivamente. Los
autoestados de interaccién y de masa estan relacionados mediante una transformacién caracterizada
por un angulo @, de la forma

lve) = cosf|v) — sinf|va),
lvu) = sinf|vy) 4 cosf|vy).
(1)

Suponiendo que preparamos un estado |v.) al tiempo ¢t = 0 con momento p. Para un momento p dado
los autovalores de la energia se pueden aproximar como:

m?2c?
~ pe <1+ 202 ) (2)

=

B = (p202 + m?c4)

ya que éstos tienen masas muy pequenas y son relativistas.
Calcule la probabilidad P,,_,,, de que al viajar una distancia L se detecte un neutrino del electrén v,
y la probabilidad P, ,, de que se detecte un neutrino del muén v,,.

3. Dos particulas idénticas de espin 1/2 estédn confinadas en un pozo infinito de potencial de longitud L.

a) ;Cudl es el estado base del sistema? Escriba la funcién de onda incluyendo los grados de libertad
espinoriales y su energia.

b) Repita para el primer estado excitado. Tenga en cuenta todas las posibles degeneraciones, tanto
en la parte espacial como en la parte espinorial.

¢) Considere una interaccién tipo delta, esto es, un término adicional al hamiltoniano V(x1,xs) =
Vod(x1 — x2). Estime, usando teorfa de perturbaciones, cémo cambia la energia del estado base.

d) Repita el andlisis perturbativo para los estados encontrados en el inciso (b).



Nombre:

Examen Predoctoral
Mecanica Clasica
Lunes 13 de junio, 2016

Este examen consta de dos tipos de problemas: problemas conceptuales que se pueden resolver rapidamente si
se tiene la idea correcta, y problemas tradicionales o de cdlculo, cuya resolucion es mas larga. Cada seccion
se compone de tres problemas. Elija dos problemas conceptuales y dos problemas de cdlculo después de leerlos
cutdadosamente, y resuelva cada uno en hojas separadas.

Problemas conceptuales

1.

Considere 2 particulas de masa m interactuando con un potencial V(r) = mw?r?/2 y separadas por
una distancia R. Inicialmente, la primera particula esté en reposo, la segunda se mueve a una velocidad
v perpendicularmente al vector que separa las dos particulas inicialmente.

a) Describa cualitativamente (sin célculos) las érbitas de ambas particulas.

b) ; Cudl es el perfodo de estas 6rbitas? (Indicacién: piense antes de contestar.)
Una particula, ubicada en un plano horizontal, gira alrededor del origen con velocidad angular w,
sujeta por un hilo de longitud ly. De repente, se jala el hilo, de manera que su longitud disminuye
paulatinamente, hasta alcanzar l;. En este proceso

a) § Se conserva la energia?

b) i Se conserva el momento angular?

Justifique su respuesta. Si algo se conserva, diga porqué. Si no, describa el mecanismo que causa la
no-conservacion de la cantidad.

Considere una particula que se mueve en linea recta en presencia de una fuerza inducida por un
potencial V. Dado Ej para la energia de la particula suponga que V(x) < Ey para « € [zg, 1), pero
que V(z1) = Ep.

a) Demuestre que, si V'(z1) # 0, entonces la particula alcanza el punto x; en tiempo finito.

b) Demuestre que, si V/(z1) = 0y V”(x1) es finito, entonces la particula alcanza el punto z; en
tiempo infinito.



Problemas de calculo

1. Sean f y g funciones diferenciables en R?" y suponga que al menos una de estas funciones, digamos f,
tiene soporte compacto (una funcién f(Z) se dice que tiene soporte compacto si cumple con que f es
cero fuera de una esfera dada, es decir existe R tal que f(Z) =0 si |Z| > R).

/Rn /Rn{ﬁg}(x,p) &% d'p = 0,

donde {f, g} representa el corchete de Poisson de f y g, definido por
" (0f dg Of Og
= — 1
i} ;(api ow: ~ u: 0p; @

b) Sean p(t; po,Xo) ¥ X(t; Po, Xo) la solucién del sistema hamiltoniano definido por el Hamiltoniano
H, cuyas condiciones iniciales son pg y Xo. Mostrar que, si f(p,x) tiene soporte compacto,
entonces

a) Demuestre que

d"xg d"po =0
t=0

/n - (£ p(t: po. x0), X(: Po, o))

2. En un Hamiltoniano del tipo

Ti — ) (2)

n-g

se conserva, como es bien sabido, el momento angular total, lo cual corresponde a la invariancia de H
bajo la rotacién simultianea de todos los Z; aplicando la misma rotacién R.

a) Cambiando a variables de centro de masa, que se definen asi:

N
P = > p (3)
=1
1 N
X = N;x (4)
4= p- P (i=1,...N) (5)
T = Di N =L...
& = Z—& (i=2,...N) (6)

Muestre que Zf\il 7; = 0.

b) Muestre que el Hamiltoniano estd dado, en las nuevas variables P, X 7y 5, (i=2,...N), por:

+v (

2
1 P2

_2m

&—&

) (7)

i Por qué el indice i varia de 2 a N?
Considere el momento angular del centro de masa:

N N
~:<Z@>A<Z@>:mﬁ ®)

Aqui A denota el producto vectorial, y todos los vectores de posicién Z; y de momento p; estén
en tres dimensiones. Muestre que A se conserva.

Péag. 2



¢) i A qué simetria del Hamiltoniano H corresponde esta ley de conservacién? Si requiere hacer
célculos, limitese a una sola componente de A, digamos A;.

3. Considere dos rieles horizontales, uno a la altura z = 0 y el otro a la altura z = h. Vistos en proyeccion
sobre el plano zy, estos rieles forman un angulo constante 6 entre si. En cada riel se encuentra una
particula de masa m, que puede deslizarse sin friccién a lo largo del riel. Ambas particulas estdn unidas
por un resorte de constante de Hooke k y de longitud en reposo despreciable, tal como se muestra, en
perspectiva, en la siguiente figura.

a) Escriba la Lagrangiana del sistema.

b) En el caso 6 # 0 [mod 7/2], muestre que la posicién (x1,z2) = (0,0) es un punto de equilibrio
estable del sistema, encuentre las frecuencias propias para oscilaciones pequenas alrededor de este
punto de equilibrio, y caracterice los modos normales.

¢) Estudie aparte el caso particular § = 7/2. ;Cudles son las cantidades conservadas en este caso ?



