
Examen Predoctoral
Mecánica Clásica

Lunes 8 de enero, 2018

Nombre:

Este examen consta de dos tipos de problemas: problemas conceptuales que se pueden resolver rapidamente si
se tiene la idea correcta, y problemas tradicionales o de cálculo, cuya resolución es más larga. Cada sección
se compone de tres problemas. Elija dos problemas conceptuales y dos problemas de cálculo después de leerlos
cuidadosamente, y resuelva cada uno en hojas separadas. Ponga su nombre en cada una de las hojas.

Problemas conceptuales

Pregunta 1. Las trayectorias de una part́ıcula de masa m se obtienen del lagrangiano L = 1
2mṙ

2 + 1
2m(ṙ2 + r2ϕ̇2)−

mgr. ¿Cuáles son las condiciones iniciales sobre ϕ̇ y ṙ bajo las cuales existen órbitas circulares?

Pregunta 2. Sean {qα, p α} las coordenadas de la trayectoria de un sistema en el espacio fase al tiempo t, y denotemos
por {Qα, Pα} las coordenadas de esta misma trayectoria pero al tiempo t+ ∆t, siendo ∆t un intervalo
infinitesimal. Mostrar que existe una transformación canónica que transforma {qα, p α} en {Qα, Pα}.
¿Cuál es la función generadora de esta transformación?

Pregunta 3. En un sistema se tiene que las superficies equipotenciales son cilindros infinitos. ¿Qué magnitudes se
conservan en este caso?

Problemas de cálculo

Problema 1. Se tiene un cuerpo ŕıgido que rota libremente alrededor de uno de sus ejes principales. Considere que
los ejes del cuerpo coinciden con los ejes principales de inercia y que todos los momentos de inercia del
cuerpo son diferentes, I1 6= I2 6= I3. El cuerpo rota con velocidad angular Ω, constante alrededor del
eje ê1 y súbitamente sufre una perturbación en su movimiento de tal forma que su vector velocidad
angular es

~ω = (Ω + η1)ê1 + η2ê2 + η3ê3 .

a) Escriba las ecuaciones de movimiento para las perturbaciones, η1, η2, η3.

b) Suponiendo que las perturbaciones son pequeñas, de tal forma que los términos cuadráticos son
despreciables comparados con los términos a primer orden, escriba las ecuaciones para las pertur-
baciones bajo la suposición previa.

c) Describa la estabilidad del movimiento dependiendo de los valores relativos de los momentos de
inercia.

Problema 2. Se tiene una masa puntual m con carga q, la cual se mueve en el campo magnético generado por una
corriente I que pasa por un cable infinito, orientado en la dirección ẑ. El potencial vector A asociado
a este campo magnético está dado en coordenadas ciĺındricas por:

Ar = Aθ = 0, Az = −µlnr

Para este problema se pide



a) Escribir el lagrangiano.

b) ¿Existen magnitudes conservadas? Justifique. Indique cuál es la simetŕıa asociada a cada cantidad
conservada.

c) ¿Se conserva la cantidad de Jacobi del problema? En caso afirmativo, ¿la cantidad de Jacobi es o
no igual a la enerǵıa?

Problema 3. Una part́ıcula con carga q y masa m se mueve en un plano bajo la acción del potencial central V (r) =
1
2kr

2 y de un campo magnético constante B, perpendicular al plano. El potencial vector está dado por
A = 1

2B× r, donde r es la coordenada radial de polares. Se pide:

a) Hallar el hamiltoniano del problema.

b) Escribir la ecuación de Hamilton-Jacobi en coordenadas polares y dar una expresión integral de
la función caracteŕıstica de Hamilton W .

c) A partir de esta función caracteŕıstica, hallar r(t) en el caso particular en el que el momento
pθ = 0, a tiempo t = 0.
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Examen Predoctoral
Mecánica Cuántica

Miércoles 10 de enero, 2018

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas después de leerlos cuidadosamente, cada uno en hojas
separadas. Ponga su nombre en cada una de las hojas.

1. Considere un sistema cuántico compuesto por dos part́ıculas independientes, y que cada una sólo puede
ocupar dos estados. Cualquier observable de cada uno de los sistemas se puede escribir en términos de
las matrices de Pauli σk, k =1, 2, 3, más la matriz identidad 1.

El Hamiltoniano del sistema a considerar está dado por

Ĥ = ~ω (σ3 ⊗ 1 + 1⊗ σ3) + ~λσ1 ⊗ σ1 , λ = 2ω ,

donde ω > 0.

(a) Si usamos como base los eigenestados de los operadores σ3, al tiempo t = 0 el sistema se encuentra
en el estado inicial

|Ψ(0)〉 = N (|+ 1, +1〉+ | − 1, −1〉) .

Halle el estado del sistema al tiempo t usando el operador de evolución.

(b) Si se realiza una medición de la observable σ2 ⊗ σ2 al tiempo t, ¿qué resultados pueden obtenerse
y cuál será la probabilidad de cada uno de ellos?

De ahora en adelante suponga que al tiempo t = 0 el sistema está descrito por una mezcla estad́ıstica
de los dos estados más bajos en enerǵıa con p1 = 1/2 = p2.

(c) Responda la pregunta del inciso anterior para el nuevo estado del sistema.

(d) Si se realiza una medición de la observable σ2 del primer sistema al tiempo t, ¿qué resultados
pueden obtenerse y cuál será la probabilidad de cada uno de ellos?

2. (a) Una part́ıcula de masa m que se mueven en el plano XY bajo la acción de un potencial de oscilador
armónico isotrópico de frecuencia ω. El Hamiltoniano del sistema es

Ĥ =
1

2m

(
p̂2x + p̂2y

)
+

1

2
mω2

(
x̂2 + ŷ2

)
.

Si se aplica una perturbación de la forma

Ŵ = λ x̂ ŷ ,

calcule los estados propios del sistema y sus correspondientes enerǵıas a primer orden en la perturbación
para los 3 estados más bajos en enerǵıa. Compare sus resultados con el cálculo exacto.

(b) Considere ahora un oscilador armónico unidimensional de masa m, frecuencia angular ω y carga
eléctrica q. Sean |φn〉 los estados propios y En los valores propios del Hamiltoniano del sistema.

Para t < 0 el oscilador está en el estado base, y en t = 0 se somete a un campo eléctrico constante
durante un tiempo τ ; i.e.,

V̂ (t) =

{
−q E0 x̂ , 0 ≤ t ≤ τ ;

0 , t < 0 y t > τ .

El parámetro E0 denota la intensidad del campo eléctrico uniforme y x̂ es la observable de posición.

Calcule P0→1(t > τ) y P0→2(t > τ), las probabilidades de encontrar al oscilador en los estados |φ1〉 y
|φ2〉, respectivamente, al orden más bajo posible (con contribución no nula), como función del tiempo.



3. Una part́ıcula de masa M es dispersada por un potencial repulsivo de radio a de la forma

V (r) =

{
V0 , r ≤ a ;
0 , r > a .

(a) Usando la aproximación de Born, calcule la sección de dispersión total en el ĺımite de bajas enerǵıas.

(b) Repita el cálculo de σ usando la expansión en ondas parciales, y considerando únicamente la
contribución de la onda S. ¿Es consistente este resultado con el del inciso anterior?

(c) La sección eficaz diferencial de dispersión de una part́ıcula para un valor dado del número de onda
k es de la forma

dσ

dx
=

9

8 k2
(
1− 10 cos2 θ + 25 cos4 θ

)
,

donde θ es el ángulo azimutal medido desde la dirección de incidencia del haz dispersado.

Calcule los corrimientos de fase no nulos y la sección de dispersión total. [Sugerencia: puede ser útil
recordar que los polinomios de Legendre están dados por la fórmula de Rodrigues

P`(x) =
1

2``!

d`

dx`
(
x2 − 1

)`
.]
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Examen Predoctoral
Electrodinámica Clásica
Martes 9 de enero, 2018

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas después de leerlos cuidadosamente, cada uno en hojas
separadas. Ponga su nombre en cada una de las hojas.

1. Un electrón no relativista se encuentra en presencia de un campo magnético B = Bẑ constante e incide
sobre él una onda electromagnética que lo hace moverse y radiar. La potencia radiada promediada en
el tiempo se puede expresar como el flujo de enerǵıa promedio llevado por la onda multiplicado por un
área, a la que se le llama la sección eficaz de esparcimiento.

(a) Dada una amplitud del campo electromagnético de la onda E0, encontrar el movimiento del
electrón producido por el campo de dicha onda si ésta está polarizada circularmente y se propaga
a lo largo del campo magnético. Considerar por separado los casos de polarización derecha e
izquierda (o positiva y negativa).

(b) Encontrar la sección eficaz de esparcimiento para el electrón que se mueve según el inciso (a).

(c) Esquematizar la distribución angular de la radiación emitida a un tiempo dado, y la radiación
que detecta un observador en un punto fijo en función del tiempo cuando el observador está (i) a
lo largo del campo magnético y (ii) cuando está en dirección ortogonal a B.

2. Una part́ıcula cargada q1 se mueve con velocidad constante ~v a lo largo del eje z como se muestra en
la Figura 1. Sus potenciales son:

V =
q1√

(1− β2)(x2 + y2) + (z − vt)2)
, ~A =

~v

c
V , β =

v

c
(1)

x

z

y
Q

− L
2

L
2

x

z

y

q1 !v

P(x, y, z)
!a

O

Figura 1: Carga moviéndose con velocidad ~v a lo largo del eje z

(a) Muestre que V y ~A satisfacen la norma de Lorentz:

1

c

∂V

∂t
+∇ · ~A = 0 (2)

(b) Calcule los campos ~E y ~B en el punto P (x, y, z) al tiempo t. Muestre que ~B = 1
c~v × ~E y calcule

expĺıcitamente ~E. Muestre que ~E es paralelo al vector ~a como se muestra en la Figura 1.

(c) Considere una segunda carga q2 en el punto P que se mueve con la misma velocidad ~v que la
primera. Calcule la fuerza sobre q2.

3. (a) En un experimento de reflexión y transmisión de ondas luminosas sobre una superficie plana entre
dos medios dieléctricos, la luz incide internamente a un ángulo mayor que el cŕıtico:



(i) Demuestre que la diferencia de fase relativa entre las componentes de polarización perpendi-
cular y paralela, δ ≡ δ⊥ − δ‖, cumple

tan
δ

2
=

cos i
√

sin2 i− (n′/n)2

sin2 i
(3)

(ii) Demuestre que el desfasamiento δ en (i), es máximo si

sin2 i =
2(n′/n)2

1 + (n′/n)2
, (4)

(iii) y que entonces, δ alcanza el valor máximo

δmax = 2 tan−1
(

1− (n′/n)2

2 (n′/n)

)
. (5)

(b) Considere ahora el caso más general y demuestre que, acorde con el Principio de Conservación
de la Enerǵıa, la reflectividad R, y la transmitividad T , cumplen la siguiente relación:

R⊥ + T⊥ = 1 ; R‖ + T‖ = 1 . (6)

Nota 1.- Considere la ley de Snell: n sin i = n′ sin r, y las relaciones de Fresnel:

ρ‖ ≡
n′2 cos i− n

√
n′2 − n2 sin2 i

n′2 cos i+ n
√
n′2 − n2 sin2 i

=
tan(i− r)
tan(i+ r)

; (7)

ρ⊥ ≡
n cos i−

√
n′2 − n2 sin2 i

n cos i+
√
n′2 − n2 sin2 i

= − sin(i− r)
sin(i+ r)

(8)

τ‖ ≡
2nn′ cos i

n′2 cos i+ n
√
n′2 − n2 sin2 i

=
2 sin r cos i

sin(i+ r) cos(i− r)
; (9)

τ⊥ ≡
2n cos i

n cos i+
√
n′2 − n2 sin2 i

=
2 sin r cos i

sin(i+ r)
. (10)

Nota 2.- Considere:

R = |ρ|2 ; T =
n′ cos r

n cos i
|τ |2 (11)
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Examen Predoctoral
F́ısica Estad́ıstica

Jueves 11 de enero, 2018

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas planteados después de leerlos cuidadosamente, cada uno
en hojas separadas. Ponga su nombre en cada una de las hojas.

1. Un conjunto de N átomos ideales se encuentra en un arreglo unidimensional con estructura de anillo.
Cada átomo puede estar en uno de p estados posibles denotados por ν, con ν = 1, 2, . . . , p. En este
sistema existe una interacción a primeros vecinos de forma tal que dos átomos vecinos tienen una
enerǵıa de interacción −J (con J > 0) si están en el mismo estado y cero de otra manera. El sistema
puede describirse entonces mediante el Hamiltoniano H dado por

H = −J
N∑
i=1

δνi,νi+1

donde δνi,νi+1
es la delta de Kronecker estándar. En este caso

Obtenga la función de partición canónica Z del sistema.

Evalúe la enerǵıa interna U(T ) en el ĺımite termodinámico N →∞ y determine el comportamiento
de U(T ) a bajas y altas temperaturas.

No olvide tomar en cuenta las condiciones de frontera del sistema.

2. (Modelo unidimensional del hule). La mayoŕıa de los materiales se expanden al agregarles calor, esto
debido a que las moléculas ocupan más espacio cuanto mayores sean las vibraciones (su enerǵıa cinética);
sin embargo, el hule tiene esa extraña propiedad de alargarse al calentarse y contraerse al enfriarse. Un
modelo para explicar este comportamiento es considerar los poĺımeros como una cadena unidimensional
que consiste de n eslabones, cada uno de longitud a. Todos los eslabones se encuentran a lo largo del
eje x, pero pueden doblarse hacia atrás sobre śı mismos, es decir, si la posición del eslabón i es nia,
la posición del eslabón i + 1 será (ni ± 1)a, dependiendo de la orientación del eslabón i + 1 (doblado
o desdoblado). Supóngase que uno de los extremos de la cadena está fijo, mientras el otro recibe una
fuerza f . Aproxime la longitud del poĺımero por la distancia entre los dos extremos de la cadena.

Determine la entroṕıa y con ello escriba la enerǵıa libre de Hemholtz como función de L .

Calcule 〈L〉 y el radio de giro
√
〈L2〉 como función de la temperatura T y la fuerza f .

Determine
(∂〈L〉
∂f

)
T

como función de la temperatura para f pequeña.

Discuta el ĺımite L << na y su relación con la ley de Hooke.

3. Demuestre que en un gas ideal de bosones en D = 2 no existe condensación de Bose-Einstein.


