
Examen Predoctoral
Mecánica Clásica

Lunes 12 de junio, 2017

Nombre:

Este examen consta de dos tipos de problemas: problemas conceptuales que se pueden resolver rapidamente si
se tiene la idea correcta, y problemas tradicionales o de cálculo, cuya resolución es más larga. Cada sección
se compone de tres problemas. Elija dos problemas conceptuales y dos problemas de cálculo después de leerlos
cuidadosamente, y resuelva cada uno en hojas separadas. Ponga su nombre en cada una de las hojas.

Problemas conceptuales

Pregunta 1. Considere el movimiento de una part́ıcula en una dimensión. Haz un esbozo de las trayectorias en el
espacio fase cuando el potencial es:

(a) V (x) = 1
2kx

2 (puedes tomar k = 1).

(b) V (x) = − g
` cos(x) (puedes tomar g

` = 1)

(c) Contrasta las caracteŕısticas de las trayectorias en cada caso.

(d) Si en (a) x es la posición de una masa unida a un resorte ideal, y en (b) x es el ángulo respecto a
la vertical de un péndulo simple, ¿Cuál es la topoloǵıa del espacio fase en cada caso?

Pregunta 2. Considere la siguiente acción

S[q, A] =

∫ tf

ti

dt
1

2

(
q̇2 +

Ȧ2

q2

)
.

(a) Muestre que las ecuaciones de movimiento implican

Ȧ = ωq2,

con ω una constante de integración arbitraria y que q obedece la ecuación de oscilador armonico

q̈ + ω2q = 0.

(b) Muestre que no es legitimo reemplazar Ȧ por ωq2 en el principio variacional si uno trata a ω en
la nueva acción como una constante.

(c) ¿Por qué no es válido?

Pregunta 3. Construya una transformación canónica infinitesimal a partir de una funcional generadora de tipo 3,
F3(p,Q, t), y muestre que ésta se puede escribir en términos de paréntesis de Poisson.



Problemas de cálculo

Problema 1. Un disco sólido de masa m, radio R y grosor h está montado a la mitad de un eje ŕıgido de longitud 2`
y masa despreciable que pasa por su centro. El disco está “desbalanceado”de tal forma que su eje de
simetŕıa hace un ángulo φ con el eje de giro (ver. figura 1). Los extremos del eje están sujetos a soportes
mediante baleros ideales (sin fricción). Halle las fuerzas de reacción sobre los baleros cuando el disco
se hace girar con una velocidad angular θ̇ alrededor del eje. (Los momentos de inercia principales del
disco son IXX = IY Y = 1

3mh
2 + 1

4mR
2+, y IZZ = 1

2mR
2).

q
.
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Figura 1: Situación descrita en el Problema 1.

Problema 2. Considere una part́ıcula de masa m que está restringida a moverse bajo la influencia del campo
gravitacional a lo largo de una cicloide.

(a) Escriba las ecuaciones paramétricas de la clicloide.

(b) Escriba el Lagrangiano y Hamiltoniano en términos de coordenadas generalizadas convenientes.

(c) Encuentre la ecuación de movimiento usando la formulación Hamiltoniana.

(d) Calcule las variables de acción para el problema.

(e) ¿Existen cantidades conservadas? Justifique su respuesta.

(f) Demuestre que la frecuencia de oscilación es independiente de la amplitud.

Problema 3. Considere el siguiente Lagrangiano:

L =
1

2

(
q21 q̇

2
1 + q22 q̇

2
2

)
.

(a) Calcule las ecuaciones de movimiento para el sistema.

(b) Encuentre tres cantidades conservadas.

(c) ¿Qué transformaciones de simetŕıa generan estas cargas conservadas?

(d) Encuentre el Hamiltoniano y escriba la ecuación de Hamilton-Jacobi del sistema.

(e) Resuelva la ecuación de Hamilton-Jacobi y encuentre el movimiento del sistema bajo las condi-
ciones iniciales qa(0) = q0a y q̇a(0) = va.
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Examen Predoctoral
Mecánica Cuántica

Miércoles 14 de junio, 2017

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas después de leerlos cuidadosamente, cada uno en hojas
separadas. Ponga su nombre en cada una de las hojas.

1. Considere un oscilador armónico unidimensional que evoluciona de acuerdo a la ecuación de Schrödinger
y cuyo Hamiltoniano es

H0 =
p2

2m
+
mω2x2

2
.

a) Escriba el Hamiltoniano en términos de los operadores

a =

√
mω

2~

(
x+

ip

mω

)
, a† =

√
mω

2~

(
x− ip

mω

)
,

y encuentre los eigenvalores asociados con los eigenvectores (normalizados) |n〉, usando

[a, a†] = 1, a |n〉 =
√
n |n− 1〉 , a† |n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 , donde n = 0, 1, . . . .

b) Suponga que, al tiempo t = 0, el sistema se prepara en el estado α |0〉 + β |1〉. Encuentre la
probabilidad que, a t = t1 > 0, el sistema esté en el estado base. Si el sistema se mide en el estado
base, ¿cuál es la probabilidad que posteriormente esté en el estado |1〉?

c) Considere que el oscilador armónico interactúa con un campo externo tal que el Hamiltoniano es
H = H0 − xqE0e−iωt, donde ω es la frecuencia del oscilador y q, E0 son constantes. Suponga que
el oscilador se prepara en su estado base |0〉 al tiempo t0 = 0. Usando teoŕıa de perturbaciones
dependiente del tiempo a primer orden, demuestre que la amplitud de probabilidad que el oscilador
se encuentre en su primer estado excitado al tiempo t es

A (t) =
iqE0t 〈1|x |0〉

~
e−3iωt/2.

d) Exprese 〈1|x |0〉 en términos de ~, m y ω.

Sugerencia: Utilice que A(t) = 〈1|U(t, 0) |0〉 con U(t, 0) = U0 (t, 0) + U1 (t, 0), y donde U0 (t, t0) =
e−iH0(t−t0)/~ es la evolución asociada con H0 y, si V (t) es la perturbación al Hamiltoniano,

U1 (t, t0) =
1

i~

∫ t

t0

dt1U0(t, t1)V (t1)U0(t1, t0).

2. Considere dos part́ıculas con esṕın 1/2 cuya evolución está determinada por la ecuación de Schrödinger
y para la cual se pueden ignorar efectos de simetŕıa-antisimetŕıa de la función de onda ante intercambio
de part́ıculas.

a) Encuentre las eigenfunciones y eigenvalores suponiendo que el Hamiltoniano es H1 = σ1zσ2z,
donde

σix =

(
0 1
1 0

)
, σiy =

(
0 −i
i 0

)
, σiz =

(
1 0
0 −1

)
,

son las matrices de Pauli e i = 1, 2. Nota: [(σ1 +σ2)2, H1] 6= 0, por lo que no es conveniente usar
la base acoplada de momento angular.



b) Suponga ahora que el Hamiltoniano es H2 = H1 + βσ1xσ2x, con β una constante real. Demuestre
que la ecuación secular para los eigenvalores λ es

1− 2β2 + β4 − 2λ2 − 2β2λ2 + λ4 = 0,

y encuentre el espectro.
Sugerencia: Escriba H2 en forma matricial en la base de eigenfunciones de σiz y diagonalice; la
ecuación secular es cuadrática en λ2 y tiene soluciones 1 + β, 1− β,−1 + β,−1− β.

c) Halle el espectro en el caso de dos part́ıculas de masa ma y carga e, y que interactúan por el

Hamiltoniano H3 = HC +H1, donde HC = − ~2

2µ∇
2
r−e2/r, con r = r1−r2 la coordenada relativa,

ri la coordenada de la part́ıcula i y µ = ma/2 la masa reducida.
Sugerencia: El espectro de HC consiste en estados |nlm〉 y eigenvalores En = −µe4/(2~2n2),
donde los números cuánticos n, l y m están asociados, respectivamente, a los nodos de la función
radial, al cuadrado de momento angular orbital y a una componente de momento angular orbital.

d) Suponiendo que al sistema cuyo Hamiltoniano es el HC del inciso anterior se le aplica la pertur-
bación HP = (z2/r2)σ1zσ2z. Obtenga, a primer orden en teoŕıa de perturbaciones, la enerǵıa de
los estados con n = 1.
Sugerencia: El armónico esférico con l = 0, m = 0 es Y 0

0 (θ, φ) = 1/
√

4π y la función radial con

n = 1 y l = 0 es R10(r) = 2a
−3/2
0 e−r/a0 con a0 = ~2/(µe2).

3. Sea |n̂,±〉 el eigenvector de una part́ıcula de esṕın 1/2 cuya componente en la dirección n̂ tiene
eigenvalores positivos (negativos). Escriba la matriz de densidad en forma matricial en la base |z,±〉
para los ensambles listados abajo. Diga, para cada caso, si son sistemas puros o mixtos y encuentre
el promedio sobre el ensamble del operador esṕın en la dirección ẑ. Suponiendo que el sistema es
suficientemente grande y que los espines no interactúan entre śı, obtenga la probabilidad de medir
esṕın + en la dirección ẑ en N mediciones sucesivas, para cada caso:

a) Todos los espines están en el estado |z,+〉.
b) Todos los espines están en el estado |x,+〉 = 1√

2
(|z,+〉+ |z,−〉).

c) Ensamble no-polarizado (por ejemplo, la mitad de las part́ıculas están en el estado |z,+〉 y la otra
mitad en |z,−〉).

d) El ensamble está parcialmente polarizado con 75 % de sus componentes en el estado |z,+〉 y 25 %
en el estado |x,+〉.
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Examen Predoctoral
Electrodinámica Clásica
Martes 13 de junio, 2017

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas después de leerlos cuidadosamente, cada uno en hojas
separadas. Ponga su nombre en cada una de las hojas.

1. Considere una barra de longitud L a lo largo del eje z, con carga Q distribuida uniformemente como
se muestra en la Figura 1.

a) Encuentre el potencial V en cualquier punto sobre el eje |z| > L/2.

b) Encuentre el potencial V (r, θ, φ) para |~r| > L/2, donde r, θ, φ son las coordenadas esféricas usuales.

x

m

α !g

z

y
Q

− L
2

L
2

Figura 1: Barra a lo largo del eje z con carga Q y longitud L.

2. Derive el vector de Poynting S a partir de las ecuaciones de Maxwell. Considere un capacitor de placas
paralelas cuadradas de área A = l2 separadas por una distancia h, con un campo eléctrico uniforme
E = Eêz, por el que pasa un campo magnético B = Bêx.

a) Considerando que el momento electromagnético está dado por

p =
1

µ0ε0
S,

encuentre el momento electromagnético en el espacio entre las placas.

b) Si ahora se conectan ambas placas sobre el eje Z, de modo que el capacitor se descargue lentamente,
la corriente experimentará una fuerza magnética. ¿Cuál será el impulso total Imp =

∫∞
0

F (t)dt
entregado al sistema durante la descarga? Dé el resultado en términos de las magnitudes de los
campos E y B.

c) En lugar de disminuir el campo eléctrico como en (b), supóngase que se disminuye el campo
magnético lentamente. Esto inducirá un campo eléctrico, de acuerdo a la ley de Faraday, que a su
vez ejercerá una fuerza sobre las placas. Demuestre que el momento total es (nuevamente) igual
al momento almacenado originalmente entre las placas.



3. Considere un referencial fijo K y un referencial inercial K
′

movil con velocidad
−→
V a lo largo del eje

−→ox. Las coordenadas del sistema movil K
′

se expresan en función de las coordenadas del sistema K
con la matriz:

A =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


β = V

c , γ = (1− β2)−1/2

a) Encuentre las coordenadas de un vector velocidad arbitrario
−→
v’ del sistema K

′
en función de las

coordenadas del vector asociado −→v en el sistema K.
Considere ahora el caso de un vector

−→
v’ colocado en el plano (x’,y’), el ángulo entre

−→
v’ y el eje

−→
ox’ es θ′. Encuentre las relaciones entre cos θ′ y cos θ, aśı mismo que entre sin θ′ y sin θ. Aplique
estas relaciones al caso del fotón.

b) En el refencial inercial K
′

hay un sistema de cargas, considerado como un todo, que emite una
radiación electromagnética en la dirección definida por el angulo θ′. La distribución angular de la
intensidad radiada está dada por:

dI ′ = f(cos θ′, ϕ′)dΩ′

θ′ y ϕ′ son los angulos de las coordenadas polares, con el eje polar dirigido segun el movimiento
del sistema.

dΩ′ = d(cos θ′)dϕ′

Encuentre la distribución angular de la intensidad radiada en el sistema fijo.
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Examen Predoctoral de F́ısica Estad́ıstica

Posgrado en Ciencias F́ısicas, UNAM.

Junio de 2017

Resuelve los tres problemas.

1. En la teoŕıa de Landau del sólido ferromagnético uno escribe la enerǵıa
libre como

F = F0(T ) + A2(T )M2 + A4(T )M4 −BM

donde M es la magnetización del sólido. El último término BM toma
en cuenta la interacción con un campo magnético externo. Los coefi-
cientes A2(t) y A4(T ) son tales que A4(T ) > 0 para todo valor de la tem-
peratura T , mientras que existe una temperatura Tc tal que A2(Tc) = 0,
A2(T ) < 0 si T < Tc y A2(T ) > 0 si T > Tc.

(a) Demuestra que en T = Tc existe una transición de fase de segundo
orden de estados con M = 0 para T > Tc a estados con M > 0
para T < Tc.

(b) Encuentra el valor de los exponentes cŕıticos β, γ y δ definidos
como

M ∼ (Tc − T )β para B = 0

M ∼ B1/δ para T = Tc

χ ∼ |T − Tc|−γ para B = 0

donde χ = ∂M/∂B y se supone que |T − Tc| � Tc.

2. (a) Utilizando el formalismo gran canónico, encuentra expĺıcitamente
la función de partición total para un gas de bosones, de fermiones
y de part́ıculas clásicas.

1



(b) Encuentra el número de ocupación promedio de cada nivel de ener-
ǵıa εn en cada uno de los tres casos. Demuestra que la condición
para que estos números de ocupación se hagan iguales indepen-
dientemente de la naturaleza de las part́ıculas es Nλ3/V � 1,
donde λ es la longitud de onda térmica. Interpreta el resultado
f́ısicamente.

(c) Describir cualitativamente cómo se van llenando los niveles de
enerǵıa para los casos de bosones y fermiones en el ĺımite de baja
temperatura.

3. Una gas ideal a temperatura T se encuentra en equilibrio con una su-
perficie sobre la que se pueden adsorber las part́ıculas del gas. La su-
perficie tiene N0 sitios de adsorción y la enerǵıa de adsorción por cada
part́ıcula es −ε < 0. Debido a las fluctuaciones térmicas, las part́ıculas
del gas se adsorben y se liberan constantemente, de tal manera que el
número de part́ıculas adsorbidas en la superficie no es constante. Una
vez adsorbidas, las paŕıculas en la superficie no interactúan entre śı.

(a) Demuestra que el pontencial qúımico de las part́ıculas adsorbidas
puede escribirse como

µ = kBT

(
ln

(
N

N0 −N

)
− lnZa

)
donde N es el número promedio de part́ıculas adsorbidas y Za es
la función de partición de una de estas part́ıculas.

(b) Encuentra el número promedio de part́ıculas adsorbidas N como
función de la temperatura T y la presión P del gas ideal.
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Predoctoral Exam. Statistical Physics

Graduate Program on Physical Sciences, UNAM.

June 2017

Solve the three problems below.

1. In the Landau theory of ferromagnetism, the free energy can be written
as

F = F0(T ) + A2(T )M2 + A4(T )M4 −BM

where M is the magnetization of the solid. The last term BM takes into
account the interaction with an external magnetic field. The coefficients
A2(t) and A4(T ) are such that A4(T ) > 0 for every temperature T ,
whereas for A2(T ) there exists a temperature Tc such that A2(Tc) = 0,
A2(T ) < 0 if T < Tc and A2(T ) > 0 if T > Tc.

(a) Show that there is a second order phase transition at T = Tc
between disordered states with M = 0 for T > Tc to ordered
states with M > 0 for T < Tc.

(b) Find the value of the critical exponents β, γ and δ defined as

M ∼ (Tc − T )β for B = 0

M ∼ B1/δ for T = Tc

χ ∼ |T − Tc|−γ for B = 0

where χ = ∂M/∂B. Suppose that |T − Tc| � Tc.

2. (a) Using the grand-canonical formalism, find the partition function
for an ideal Bose gas, an ideal Fermi gas, and an ideal gas of
non-degenerate particles.

1



(b) Find the average occupation number for the energy level εn and
for each of the three gases mentioned in the previous point. Show
that the condition for these occupation number to be the same
regardless of the nature of the particles is Nλ3/V � 1, where λ
is the thermal wavelength. Interpret your result.

(c) Describe in a qualitative way how the energy levels are occu-
pied for an ideal Bose gas and for an ideal Fermi gas in the low-
temperature limit.

3. An ideal gas at temperature T is in thermal equilibrium with a two-
dimensional surface on which the particles of the gas can be adsorbed.
The surfice has N0 adsorption sites and the adsorption energy per par-
ticle is −ε < 0. Due to thermal fluctuations, the particles of the gas are
constantly adsorbed and released and therefore the number of adsorbed
particles is not constant. Once the particles have been adsorbed, they
do not interact with each other.

(a) Show that the chemical potential of the adsorbed particles can be
written as

µ = kBT

(
ln

(
N

N0 −N

)
− lnZa

)
whereN is the average number of adsorbed particles and Za is the
partition function of just one adsorbed particle.

(b) Find the average number of adsorbed particles N as a function of
the temperature T and the pressure P of the ideal gas.
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