Examen Predoctoral
Mecanica Clasica
Lunes 9 de enero, 2017

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas después de leerlos cuidadosamente, cada uno en hojas
separadas. Ponga su nombre en cada una de las hojas.

1. Considere una particula de masa m que puede desplazarse sin friccién en una varilla que hace un angulo
« con la vertical y que en la parte inferior tiene un tope. Esta se encuentra girando con una frecuencia
w como se muestra en la parte izquierda de la Figura 1.

a) Mostrar que el sistema tiene un punto de equilibrio inestable.
b) Haga un bosquejo del espacio fase para distintos valores de la energia.

Suponga que se tiene un sistema similar al anterior, pero ahora la particula puede moverse sobre la
superficie interior de un cono con apertura o como se muestra en la parte derecha de la Figura 1.

¢) Muestre que el sistema tiene un punto de equilibrio estable y calcule la frecuencia de oscilacién
alrededor de este punto.
d) Haga un bosquejo del espacio fase para distintos valores de la energfa de esta nueva configuracién.

e) Explique cuales son las similitudes y diferencias entre cada uno de los sistemas que hacen que
cada uno tenga una dindmica diferente.

Figura 1: A la izquierda se muestra una particula en una varilla que gira con frecuencia w. A la derecha se
muestra una particula dentro de un cono con apertura a.

2. a) Dada las transformaciones entre un conjunto de coordenadas (¢,p) y (Q, P):

Q =1In(1++/q cosp), P =2(1+/q cosp) /q sinp (1)
Muestre que la transformacién es candnica y que
F(p,Q) = —(e? — 1)*tanp (2)

es la correspondiente funcién generatriz.

b) (Para qué valores de a y f3, las ecuaciones
Q = q“cos(Bp), P =q"sin(Bp) (3)

representan transformaciones candnicas? Encuentre la funcién generatriz F(p,Q).



3. Un disco de radio a gira y resbala sobre una superficie perfectamente suave y horizontal (ver Figura
2). Para este problema se pide:

a) Encontrar el Lagrangiano del sistema en funcién de los dngulos de Euler y determinar cuéles de
los momentos generalizados se conservan (suponga que NO hay movimiento horizontal, es decir
el centro de masa se mantiene en la vertical OG).

b) Encontrar la velocidad angular de precesién 2 cuando el dngulo que forma el aro y el piso es
constante e igual a a.

Figura 2: Problema 3



Examen Predoctoral
Mecanica Cuantica
Miércoles 11 de enero, 2017

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas después de leerlos cuidadosamente, cada uno en hojas
separadas. Ponga su nombre en cada una de las hojas.

1. El hamiltoniano debido a la interaccién de una particula de masa m, carga ¢ y espin S con un campo
magnético que apunta a lo largo del eje z es H = —(qBy/mc)S,.

a) Escriba las ecuaciones de movimiento en la representacion de Heisenberg para los operadores de
espin dependientes del tiempo S;(t), Sy(t), y Sz (t) y resuelvalas para obtener los operadores como
funcién del tiempo.

b) En un experimento de resonancia magnético-nuclear (NMR) la magnitud del magnetén de Bohr,
u = (gh/2me), para el proton en el atomo de hidrégeno es de 1.41 x 10726 J/T. La resonancia
magnética ocurre cuando By = 1.8 T. ;Cudl es la frecuencia de la fuente de radio-frecuancia que
causa que el proton dé un vuelco de arriba hacia abajo y qué longitud de onda se asocia con ésta?

2. Considere un sistema de 3 particulas idénticas de masa m y de espin 1/2 no-interactuantes que estén
en el mismo estado de espin |%7 %>, y confinadas a moverse en un potencial de oscilador arménico de
frecuencia wg. Determine la energia y la funcién de onda para el estado base, el primero y el segundo
estados excitados.

3. Considere una particula de masa m que se mueve bajo la influencia del potencial

| mgy y >0
V_{ o0 y<0

a) Utilizando la aproximacion WKB encuentre la energia y la funcién de onda para el estado base
de la particula.

b) Determine el valor esperado de la energia del estado base mediante el método variacional, utili-

zando la funcién de prueba:
P = Ae’Y.

Use b como el pardametro variacional.



Examen Predoctoral
Electrodinamica Clasica
Martes 10 de enero, 2017

Nombre:

Este examen consta de dos tipos de problemas: problemas conceptuales que se pueden resolver rapidamente si
se tiene la idea correcta, y problemas tradicionales o de cdlculo, cuya resolucion es mas larga. Cada seccion
se compone de tres problemas. Elija dos problemas conceptuales y dos problemas de cdlculo después de leerlos
cutdadosamente, y resuelva cada uno en hojas separadas. Ponga su nombre en cada una de las hojas.

Observacion importante: todas las formulas en el texto principal estan dadas en las unidades Gaussianas
no racionalizadas. Sus equivalentes en el sistema SI se dan al final del examen.

Problemas conceptuales

1. Una carga electrica ¢ estd en el exterior de una esfera conductora. Las cargas inducidas sobre la
superficie de la esfera se congelan (es decir, se supone que, después de que se establezca el equilibrio
electrostédtico, ya no se les permite mover) y la carga ¢ se traslada muy lejos de la esfera. Puede
suponerse que la carga total de la esfera es cero. ;Cudl es el campo eléctrico producido por las cargas
inducidas congeladas en un punto en el interior de la esfera?

2. Un condensador estd hecho de dos discos metalicos paralelos, de radio R, colocados a una distancia
a < R entre si, y estd cargado con una carga (o (la linea que conecta los centros de los discos es
perpendicular a ellos). Las terminales del condensador se conectan, en tiempo ¢ = 0, con un alambre
metalico, y el condensador comienza a descargarse. Usando la ley de Ampére-Maxwell

47 10E
VxB=—J+-—— 1
c cot’ (1)
y aproximaciones razonables, calcule el campo magnético B en el interior del condensador (lejos del
borde), mientras dura la descarga. Se puede suponer que, durante la descarga, la carga del condensador
estd dada por Q(t) = Qoe~*, A > 0. Proporcione una lista de las aproximaciones necesarias para que

sea valida su respuesta.

3. Dos cargas idénticas de carga ¢ giran a una distancia y a una velocidad constantes alrededor del origen,
manteniéndose a una distancia L/2 del origen para todos los tiempos ¢ < 0. Al tiempo ¢t = 0 ambas
cargas se paran y quedan en reposo para todos los t > 0. Al tiempo ¢ = 2L/c,

a) describa cualitativamente el campo a grandes distancias

b) determine de manera exacta el campo eléctrico en el origen.

Justifique su respuesta.



Problemas de calculo

1. Una carga eléctrica se mueve a lo largo del eje z del marco inercial S con velocidad constante, v = vz,
de modo que su posicién, al tiempo ¢, estd dada por r(t) = (0,0,vt). En este marco, se miden los
campos eléctrico y magnético, producidos por la carga ¢, en el punto (z,0,0), al tiempo t.

Usando las transformaciones de Lorentz (tomando ¢ = 1)

/

t/:PY(tva)a xlzxa y/:y, 2:7(’27”15)’ (2)
donde v = 1/4/1 —v2/c?, encuentre las coordenadas (¢',2',y’,2") de la medicién en el marco
comovil S" de la carga.

Encuentre los campos eléctrico y magnético E/, B’, medidos en el marco S’.

Usando la ley de transformacién del campo electromagnético bajo cambios de sistema inercial de
referencia S’ — S,

E = E|, (3a)

E, = 'y(E’—lva/) , (3b)
c 1

B, — 7<B’+1v><E’) : (3d)
¢ 1

calcule los campos eléctrico y magnético, E, B, medidos en el marco S. En las relaciones anteriores,
los indices || y L denotan componentes vectoriales paralelos y perpendiculares, respectivamente,
a la velocidad v del S” en S.

Indicacion: se ha dado de manera explicita la dependencia de la velocidad de la luz, para ser
consistentes en las unidades. Sin embargo, se recomienda hacer esta tarea con ¢ = 1.

2. Dos cargas ¢ y —q estdn a una distancia variable d(t) sobre el eje z. La distancia d(t) varia con el
tiempo segun la ley

d(t) = do + dye= /) (4)
Aqui dy es la distancia inicial y final entre las cargas, d; es la amplitud y 7 el tiempo caracteristico de
este movimiento.
a) Usando la aproximacién dipolar, determine el campo magnético emitido a una gran distancia R
de las cargas, a un angulo 6 del eje z, como funcién de t.
b) ;Qué condiciones deben cumplir 7, dy, d; y R para que se cumpla la aproximacién dipolar para la

mayor parte de la radiacién emitida? ;Para qué frecuencias no se cumple la aproximacion dipolar?

Las siguientes férmulas pueden resultar utiles: en la zona de radiacién y en aproximacién dipolar, los
campos emitidos por una fuente con un dipolo de magnitud pe~* cerca del origen son

eikr

B = k’(nxp) " (5)
E = Bxn (6)

donde k = w/c, r es la distancia del punto de observacién x al origen y n = x/r es el vector unitario
apuntando del origen hacia el punto de observacién.



3. Considere una sustancia en la cual se cumplen las relaciones constitutivas siguientes
D = E+4mVxE (7)
H = B. (8)

a) Muestre que, en ausencia de corrientes y cargas externas, los potenciales cumplen con las ecua-
ciones de onda

1 0’°A 4ty O?
1 0%
——=—A¢p = 0 10
c? Ot? ¢ (10)
donde éstos se definen, como siempre, por
10A
E = —-Vop—— 11
v c Ot (11)
B = VxA (12)
y se supone que cumplen la norma de Lorenz
10¢
-—+V-A=0. 13
c ot * (13)

b) Muestre que no hay soluciones para ondas planas con amplitudes reales.

¢) Si hay soluciones con amplitudes complejas (no necesita probarlo ni determinarlas). ;Cudl es su
significado fisico?

d) ;Es el sistema invariante bajo reflexiones? Comente acerca de la posible relacién de la respuesta
a este punto y a los anteriores.

Observacién importante: todas las ecuaciones en los problemas estan dadas en el sistema Gaussiano no
racionalizado. En el sistema SI, éstas se vuelven, con los mismos niimeros de ecuaciones:

1 OE

B=ypud+ 55— 1.181

V x Hod + 2 ot (1.181)

EH = Eh (1.3&81)

EL = ’}/(E/ — Vv X B/)L (1 3bSI)

BH = Bi‘ (1.3CSI)

B, = v(B'+ 5 xE), (1.3dST)
C

2 ikr
He " (nxp)© (1.5ST)
4
E= " Hxn (1.6SI)
C
D=cE+_LVxE (1.7S)
Ho
H=,,'B (1.8S1)
1 %A v 0?
1 9%
i Ap =0 (1.10S1)
A
E— _ve_ 28 1.118I
Vo - o (1.118I)
B=VxA (1.1281)
1 d¢
— == A= 1.13SI
S TV 0 (1.13S1)

Péag. 3



Examen Predoctoral
Fisica Estadistica
Jueves 12 de enero, 2017

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas después de leerlos cuidadosamente, cada uno en hojas
separadas. Ponga su nombre en cada una de las hojas.

1. Considere un sistema de N espines, en equilibrio térmico. La orientacién de cada espin, 8, puede tomar
cualquier direccién en un plano fijo y comin a todos los espines, es decir, § € [0,27]. Un campo
magnético externo, B, homogéneo espacialmente y constante en el tiempo, es aplicado en la direccion
# = 0 de tal modo que rompe la simetria continua rotacional del sistema. La influencia del campo
externo sobre un espin es descrita por la energia E(f) = —Bpucosf. Si la temperatura T del sistema
es suficientemente grande para ignorar efectos cuanticos y de interaccién espin-espin:

a) Calcule la funcién de particién del sistema de N espines

b) Dé la probabilidad de hallar a un espin con orientacién 6. Discuta los resultados que se obtienen
en el limite de altas y bajas temperaturas, es decir T'— oo y T' — 0 respectivamente.

¢) Calcule la entropfa por particula, s = S/N, y haga un gréfico cualitativo de s vs T.

Informacién adicional que puede ser de utilidad.

La funcién modificada de Bessel del primer tipo I,,(z) se define como

1

I,(z) = o

2m
/ do e® 5 ? cos ng. (1)
0

2. Un alambre cuédntico unidimensional (1D) puede verse como un gas de electrones confinado en un
segmento de longitud L. La relacién energfa (F) y momento (k) para un electrén (asumiendo que éstos
no interactudn entre si) viene dada por,

B(k) = )

2m

siendo m la masa efectiva (constante en este caso), y k = 2ws/L siendo s = 0, £1,+2, ...

Suponga que hay N electrones en el alambre,

a) Muestre que la densidad de estados es g(E) = Lv2m/(nhVE).

b) Suponiendo que el sistema estd a temperatura T' = 0, encuentre la energia de Fermi Ef en funcién
de la densidad electrénica (n = N/L).

¢) Calcule la energia interna y la velocidad de Fermi en términos de la densidad electrénica (n)
a T = 0. Discuta su resultado comparando similitudes y diferencias con el caso de un gas de
electrones tridimensional (3D).

3. Considere un modelo de sélido bidimensional con N dtomos, donde w denota la frecuencia de vibracién
fonoénica. La densidad de dichos estados vibracionales en el material va como,

p(w) = A[(1 = p) + pwpd(w — wo)] (3)

para w < wp, mientras que
p(w) =0 (4)

si w > wp. Asi. wp es una frecuencia de corte constante, A una constante, p un nimero entre 0 y 1.
Ademds, §(w — wp) es la funcién Delta de Dirac, centrada en wg, donde se cumple que wy < wp.



Encuentre la constante A en términos de p.

Encuentre la energfa interna (incluya efectos cudnticos) si el sistema estd en equilibrio con un
bano térmico a temperatura T

Encuentre el calor especifico en el limite de altas temperaturas. Compare con la ley de Dulong-
Petit y comente sus resultados.

Encuentre el calor especifico en el limite de bajas temperaturas. Interprete fisicamente sus resul-
tados.



