
Examen Predoctoral
Mecánica Clásica

Lunes 4 de enero, 2016

Nombre:

Resuelva en tres horas dos preguntas y dos problemas, cada uno en hojas separadas.

Preguntas

1. Sobre las formulaciones de la mecánica, discuta los siguientes puntos.

a) Bajo qué condiciones las ecuaciones de Euler-Lagrange determinan todas las aceleraciones del sis-
tema.

b) En el caso Hamiltoniano, cuál es la condición equivalente.

c) Dentro del formalismo de Hamilton-Jacobi qué garantiza el que la funcional generadora proporcione
una solución de las ecuaciones de Hamilton.

2. Considere un cuerpo ŕıgido con momentos de inercia I1 > I2 > I3. Si sobre el cuerpo no se ejercen torcas,
¿qué ejes del cuerpo son estables e inestables bajo pequeñas perturbaciones y por qué?

3. Sobre un piso sin fricción, una part́ıcula puntual choca elásticamente con una mancuerna de dos modos
diferentes mostrados en la figura (considere que las part́ıculas de la mancuerna son también puntuales
y que la barra tiene masa despreciable). ¿Qué cantidades se conservan en cada caso? ¿En qué caso la
rapidez del centro de masa de la mancuerna, después de la colisión, es mayor?

Figura 1: (a) La colisión es a lo largo de la horizontal y justo en el punto medio de la mancuerna. (b) La colisión es a

lo largo de la horizontal y con la part́ıcula superior de la mancuerna. En ambos casos la mancuerna está inicialmente

en reposo respecto al sistema de laboratorio y está colocada perpendicularmente a la dirección de impacto.



Problemas

1. La interacción clásica entre dos átomos de un gas inerte, cada uno de masa m está dada por el potencial

V (r) = −2A

r6
+

B

r12
, (1)

con A,B constantes positivas y r la separación entre los dos átomos,
r =| ~r1 − ~r2 |.

a) Obtenga la hamiltoniana para el sistema de los dos átomos.

b) Describa completamente el (los) estado(s) clásico(s) de enerǵıa mı́nima del presente sistema.

c) Si la enerǵıa es un poco mayor que la mı́nima, ¿Cuáles son las posibles frecuencias del movimiento
del sistema?

2. Considere el siguiente sistema

L =
m

2
q̇2 − af(t)q (2)

con f(t) una función arbitraria del tiempo pero integrable.

a) Considerando que una simetŕıa del sistema es aquella que deja invariantes las ecuaciones de movi-
miento. ¿Existe alguna simetŕıa asociada a este sistema? Si es aśı, calcule la cantidad conservada
correspondiente usando el teorema de Noether.

b) Muestre que, efectivamente, su derivada total con respecto del tiempo es cero.

c) Construya el Hamiltoniano del sistema y escriba la ecuación de Hamilton-Jacobi correspondiente.

d) Resuelva la ecuación de Hamilton-Jacobi y encuentre la funcional generadora de tipo 2.

e) Considere que f(t) = exp(−bt) con b > 0 y las condiciones iniciales q(0) = β y q̇(0) = ρ. Usando la
teoŕıa de Hamilton-Jacobi, encuentre la trayectoria de la part́ıcula.

3. Una part́ıcula de masa m está restringida a moverse en el interior de un riel circular de radio R. El riel
circular está fijado al piso en posición vertical. Un pequeño motor hace girar el riel en torno al eje de
simetŕıa vertical con rapidez angular constante ω (ver figura). Considere el cero de enerǵıa potencial en
el piso y sea θ el ángulo que forma el radio vector de posición de la part́ıcula con el eje de rotación.

a) Determine el Lagrangiano del sistema con constricción y la ecuación de movimiento en θ para la
part́ıcula.

b) Para que exista una órbita a θeq = cte y distinta de cero, ω tiene que ser mayor que cierta ω0.
Determine ω0.
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Figura 2: El riel circular gira en torno al eje de simetŕıa vertical con rapidez angular constante ω. El punto de

contacto entre el riel y el piso es fijo (i.e., no se desplaza).
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Examen Predoctoral
Mecánica Cuántica

Martes 5 de enero, 2016

Nombre:

Resuelva los siguientes problemas, con cada problema en una hoja separada. La respuesta para cada inciso
de cada problema no debe de exceder 1 página. Escriba su nombre en todas las hojas.

Problema 1. Mediciones y estados mixtos.

Consideramos una fuente que emite electrones, uno por uno. En lo siguiente nos interesa solamente el
esṕın de los electrones. Como tienen esṕın 1

2 , podemos representar este grado de libertad en términos
de un espacio de Hilbert de dimensión 2. Recordemos las matrices de Pauli,

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
,

que son las observables para medir el esṕın del electrón en las direcciones x, y, z, respectivamente.

(a) Consideramos dos fuentes independientes de electrones, A y B. Para explorarlos medimos el esṕın
de los electrones salientes. Midiendo en la dirección x encontramos el mismo resultado para las
dos fuentes: la probabilidad para encontrar esṕın +1 es el 50 % y la probabilidad para encontrar
−1 es igualmente 50 %. Luego medimos en la dirección y y los resultados son diferentes: la fuente
A siempre nos da esṕın +1 mientras que la fuente B nos da esṕın +1 y −1 con probabilidad 50 %.
¿Qué podemos decir sobre el resultado de la medición del esṕın en dirección z para las fuentes A
y B? Responda lo más completo y fundamentado que le sea posible.

(b) Otra vez consideramos dos fuentes independientes de electrones, A y B. En este caso la fuente A

produce un electrón en el estado

(
1
0

)
con probabilidad 50 % y un electrón en el estado

(
0
1

)
con

probabilidad 50 %. La fuente B produce un electrón en el estado 1√
2

(
1
1

)
con probabilidad 50 % y

un electrón en el estado 1√
2

(
1
−1

)
con probabilidad 50 %. ¿Se pueden distinguir las dos fuentes?

¿En caso afirmativo, cómo? ¿En el caso contrario, por qué?

(c) Ahora consideramos dos fuentes de electrones, A y B, acopladas de tal manera que producen un
par de electrones en el estado

1√
2

(
1
0

)
A

⊗
(

1
0

)
B

+
1√
2

(
0
1

)
A

⊗
(

0
1

)
B

.

La observadora Alice mide el esṕın de los electrones en dirección z, emitidos de la fuente A,
y el observador Bob mide el esṕın de los electrones en dirección z, emitidos de la fuente B.
¿Qué resultados encuentran Alice y Bob individualmente? ¿Qué encuentran Alice y Bob cuando
comparan sus resultados para cada par de electrones?



Problema 2. Sistema de tres niveles.

Una caja que contiene una part́ıcula está dividida en tres partes: derecha, centro e izquierda. Si la
part́ıcula se encuentra con certeza en la parte derecha, representaremos el estado por |D〉; si está en el
centro, por |C〉; y si está en la izquierda, por |I〉. Ignoraremos cualquier otra información más precisa
sobre su posición. El vector de estado más general es

|α〉 = αD|D〉+ αC |C〉+ αI |I〉. (1)

El Hamiltoniano del sistema es

H = E0|D〉〈D|+ ∆(|C〉〈I|+ |I〉〈C|) , ∆ ∈ R . (2)

(a) Encuentre los niveles de enerǵıa y sus estados correspondientes.

(b) En el marco de Schrödinger, escriba el estado dependiente del tiempo, si consideramos αI = 0.

(c) Si sabemos que para t = 0 la part́ıcula está en el lado izquierdo, evalúe las probabilidades de que
esté en otras posiciones para un tiempo dado arbitrario.

(d) Lo mismo del inciso anterior, pero asuma que la part́ıcula está con certeza a la derecha.

Problema 3. El oscilador armónico.

Considere un oscilador armónico simple en 1D afectado por una fuerza anarmónica que induce un
término potencial x4. El Hamiltoniano está dado por

Ĥ(λ) =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2 + λx̂4, λ ∈ R .

Recuerde que, en términos de los operadores de ascenso y descenso para Ĥ(λ = 0), los operadores de
posición y momento están dados por

x̂ =

√
~

2mω
(â+ â†) , p̂ = i

√
m~ω

2
(â† − â) .

También podŕıa serle útil la relación √
n!|n〉 = (â†)n|0〉 .

(a) ¿Cuáles son los eigenvalores en ausencia de la fuerza externa?

(b) Calcule el cambio en el eigenvalor de enerǵıa del nivel energético más bajo a orden λ.

(c) ¿Cuál es el cambio en el mismo eigenvalor a orden λ2?

(d) Suponga ahora que la fuerza externa sólo es aplicada para t ≥ t0 y que en t = t0 el sistema se
encuentra en el estado |0〉 de H(λ = 0). Estime la probabilidad de transición a los estados |3〉
y |4〉 a primer orden empleando series de Dyson. Recuerde que la amplitud de probabilidad de
transición al estado |n〉 está dada por

cn(t) = 〈n|ÛI(t, t0)|0〉 , n 6= 0

donde ÛI es el operador de evolución temporal en el marco de interacción,

ÛI(t, t0) = 1− i

~

∫ t

t0

dt′VI(t′) +

(
− i
~

)2 ∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′VI(t′)VI(t′′) + . . .
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Examen Predoctoral
Electrodinámica Clásica

Miércoles 6 de enero, 2016

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas después de leerlos cuidadosamente, cada uno en hojas
separadas.

1. Analice el efecto de la movilidad de los portadores de carga en un material óhmico con conductividad
eléctrica σ y permitividad eléctrica ε (conductor o dieléctrico), si en el interior del material existe una
acumulación de carga eléctrica ρ en algún punto dado:

(a) Demuestre que la densidad de carga ρ en el material satisface la ecuación diferencial

∂ρ

∂t
+
σ

ε
ρ = 0.

(b) Encuentre la solución a la ecuación diferencial del inciso anterior si la densidad de carga en el
material al tiempo t = 0, es ρ0.

(c) Determine el tiempo de relajación Tr (es decir, el tiempo de reacomodo) de la carga eléctrica en el
material en términos de la permitividad eléctrica ε y la conductividad eléctrica σ del material.

(d) Discuta la solución que obtuvo para ρ(t): Como resultado de la introducción de carga en algún
punto interior del material, la densidad de carga volumétrica, ¿se incrementa o disminuye con t?
¿En qué región del material puede encontrarse el exceso o el faltante de la carga eléctrica? ¿Cómo
explica este comportamiento en términos de la conservación de la carga eléctrica?

(e) Compare los tiempos de relajación para el cobre (σCu = 5.8 × 107 Ω−1m−1, εCu
r = 1) y para el

vidrio de cuarzo (σSiO2 = 10−17 Ω−1m−1, εSiO2
r = 5). Discuta los resultados obtenidos en cuanto

a la movilidad de los portadores de carga en materiales conductores en comparación con buenos

dieléctricos (ε0 ≈ 10−9

36π F/m).

2. Considere la refracción de una onda plana propagándose en un medio no conductor (con constantes ε, µ)
que incide en un medio conductor con conductividad σ y las mismas ε y µ. El vector de onda en el
segundo medio k2 es complejo, ¿por qué? Se le puede representar por k2 = q + iκ. Vea el diagrama.

(a) Explique por qué κ apunta en dirección +ẑ y por qué el ángulo de reflexión sigue siendo igual al
ángulo de incidencia. Deducir la ley de Snell para este caso.

(b) Deduzca la relación de dispersión en el conductor de las ecuaciones de Maxwell y usarla para probar
que θ2 ≤ θ1.

(c) Obtenga una ecuación cuadrática para la variable κ2 y de la solución obtener la absorción κ para
un buen conductor y para un mal conductor.

(d) Muestre que θ2 � 1 para un buen conductor independientemente del ángulo de incidencia.



3. Considere un conductor recto muy delgado de longitud l alimentado desde su punto medio por una
corriente eléctrica I. Si el sistema de coordenadas se coloca con el origen en el punto medio del conductor
y con el eje z paralelo al conductor entonces la corriente queda expresada como I0e

−iωt cos(πz/l)

(a) Determine la densidad de corriente j(r, t), la densidad de carga ρ(r, t) y el momento dipolar p(t).

(b) Sabiendo que el potencial vectorial en la aproximación dipolar está dado por

A(r)e−iωt =
ei(ω/c)r

cr

∫∫∫
j(r′, t′)dV ′

determine A(r) y compruebe que

A(r)e−iωt = − iω
cr

p(t)ei(ω/c)r.

(c) Suponiendo que la frecuencia ω es tal que la longitud de onda asociada es mucho mayor que la
longitud del conductor, calcule los campos eléctrico y magnético radiados por este conductor en la
zona lejana.

Pág. 2



Examen Predoctoral
F́ısica Estad́ıstica

Jueves 7 de enero, 2016

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas, cada uno en hojas separadas. Ponga su nombre en cada
una de las hojas.

1. a) Muestre que la función de partición QN (V, T ) de un gas relativista extremo que consiste de N
moléculas está dada por

Γ (V,N, T ) =
1

N !

(
8πV

(
kT

hc

)3
)N

,

en donde c es la velocidad de la luz.

b) Encuentre las ecuaciones de estado del sistema.

c) Calcule la densidad de estados g(E) del sistema.

2. Considere un gas de N part́ıculas idénticas clásicas de masa m que no interactúan entre śı y que están
restringidas a moverse sobre la superficie de una esfera de radio R.

a) Encuentre la enerǵıa interna como función de la temperatura y el área, aśı como la ecuación de
estado.

b) Si el gas está en contacto con una fuente de calor a una temperatura T y sufre una compresión
cuasiestática en la que el radio de la esfera llega a un valor final de R/2, obtenga el cambio de
entroṕıa del gas, el trabajo realizado sobre el sistema y el calor que entra o sale de él. ¿Cuál es el
cambio de entroṕıa de la fuente de calor? ¿ Y el cambio de entroṕıa del universo?

3. Los electrones de conducción en cierto cristal unidimensional de longitud L pueden representarse como
un gas ideal de electrones con una relación de dispersión dada por ε(k) = −2t cos(ka), donde t > 0 y a
es la separación entre 2 átomos vecinos del cristal. Considerando condiciones periódicas a la frontera,
L = Na, donde N es el número de átomos en el cristal y la función de onda de un electrón puede
escribirse como Ψ(x) = A

∑N
n=1 e

iknaφ(x− na), donde las φ(x− na) constituyen una base ortonormal
y A es una constante de normalización. Calcule

a) Los valores que puede tomar el número de onda k.

b) La densidad de estados del gas de electrones.

c) Si la enerǵıa de Fermi de este gas de electrones es 0 ¿cuántas part́ıculas contiene el gas?

d) Finalmente, para este caso obtenga la enerǵıa total del gas a T = 0K.


