Examen Predoctoral
Mecanica Clasica
Lunes 15 de junio, 2015

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas, cada uno en hojas separadas.
1. Considere una particula bajo la accién del potencial central V(r) = —k/r.

a) Demuestre que el movimiento de la particula se da en un plano.

b) Escriba la energia de la particula como funcién de las constantes de movimiento y la coordenada
radial.

c¢) Use la expresién obtenida en el inciso anterior para obtener un potencial efectivo para el movi-
miento de la coordenada radial. Dibujelo (cualitativamente). Usando el dibujo describa las distintas
trayectorias que puede tener una particula bajo este potencial.

d) Existen trayectorias circulares? Argumente a partir de la gréfica del potencial efectivo si existen
trayectorias circulares y si son o no estables.

2. Considere el Lagrangiano
1. .
L=3Q-Q-A-Q
donde @ = (¢1,92) y A = (a1, az) es un vector constante.

a) Demuestre que

. art? .
11:(11*%15*7, Iy = go + ast

son integrales de movimiento. Construya las simetrias de Noether asociadas a estas cantidades
conservadas usando el formalismo hamiltoniano correspondiente.

b) Demuestre que
0Q =0, dt=cg¢, Q=A, =0

(A’ = (a2, —aq)) son simetrias de Noether para el Lagrangiano dado. Encuentre las correspondientes
cantidades conservadas asociadas por el teorema de Noether.

¢) Encuentre la solucién ¢ (t), g2(t) reduciendo el problema a cuadraturas usando las cantidades con-
servadas obtenidas.

3. Un disco sélido homogéneo de radio 7 y masa m rueda sin deslizarse sobre el interior de un anillo
estacionario més grande de radio R como se muestra en la figura.
Bajo la accién de la gravedad el disco de radio r comienza su movimiento del reposo a partir de un

angulo g respecto de la vertical. El disco tiene un momento de inercia I = %mrQ.

a) ¢ Cudl es la fuerza que el disco ejerce sobre el anillo cuando pasa por el punto més bajo?
b) Determine la ecuacién de movimiento del disco usando la formulacién lagrangiana.

¢) Encuentre el perfodo del movimiento del disco en pequenas oscilaciones alrededor de la posicién de
equilibrio estable.

d) Describa los modos normales de oscilacién si el anillo cuelga de un hilo inextensible que va de su
centro hasta un punto fijo exterior al anillo.
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Examen Predoctoral
Mecanica Cuantica
Miércoles 17 de junio, 2015

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas, cada uno en hojas separadas.

1. Considere un atomo de Hidrégeno en presencia de un campo magnético uniforme B. El Hamiltoniano
perturbativo estd dado por:

—

H' = A8, -5p—fi. B

donde fi. = (e/m.c)3,, los subindices e y p se refieren al electrén y al protén, respectivamente, y A es
una constante tal que ambas contribuciones perturbativas son del mismo orden.

a) Construya los estados en la base de momento angular total del sistema electrén-protén |S, M > en
términos de la base |myms > (considere n =1, 1 = 0).

b) En esta base, calcule todos los elementos < 1|H’|2 >, donde |i > es cualquiera de los estados.

¢) Obtenga los corrimientos de energfa producidos por esta perturbacién de los 4 (n = 1,1 = 0) niveles.

2. Considere un potencial de barrera unidimensional de la forma

Vo
—a a T —
0 r<-—a Regién 1
Viz) = Vo —a<z<a Regién 2
0 T >a Region 3

con Vy > 0. Una particula cuantica de masa m incide en este potencial viniendo por la izquierda
(x = —00).

a) Escriba las soluciones de la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo para esta particula,
en cada una de las regiones para energias E > Vj.
b) Aplique las condiciones de frontera para que estas soluciones sean las mismas en x = —a 'y = = a.

¢) Obtenga las expresiones para las probabilidades de que la particula sea reflejada (R) o transmitida
(T') por este potencial. Calcule Ry T, y verifique que R+ T = 1.

d) ;Cuéles son las condiciones que tienen que satisfacer R y T para energias muy altas en comparacién
con la barrera (E > V;)? Verifiquelas con los resultados del inciso c).

Ahora, considere el mismo problema para energias debajo de la barrera £ < V.

e) ;Cudles son las modificaciones para R y T (sin hacer cdlculos explicitos)?



f) {Cudles son las condiciones que tienen que satisfacer R y T para energias muy bajas en comparacién
con la barrera (E < V)? Verifiquelas con los resultados del inciso e).

Nota: se pueden contestar los incisos d), e) y f) sin haber obtenido las expresiones para Ry T en c).

. Considere un sistema de dos electrones cuyos operadores de espin se denotan S7 y S, los cuales estan
acoplados por una interaccién de la forma

W(t) = %@ - S,

en donde a(t) es una funcién del tiempo que tiende a cero cuando ¢t — +o0. En t — —o0 el sistema se
encuentra en un estado propio de Sy, y Sa., esto es |+, —).

a) Calcule en forma exacta, para t — o0, la probabilidad de transicién del estado |4+, —) al estado
|7a +>

b) Calcule la misma probabilidad de transicién usando teoria de perturbaciones dependiente del tiempo
a primer orden.



Examen Predoctoral
Electrodinamica Clasica
Martes 16 de junio, 2015

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas, cada uno en hojas separadas.

1. Considere un solenoide cilindrico, a lo largo del eje Z de longitud [ y radio R, con n vueltas por unidad
de longitud, por el que circula una corriente I. En el interior y en el exterior, concéntricos al solenoide,
se tienen dos cilindros que pueden girar sobre su eje, el primero con radio a y carga @, y el segundo con
radio b y carga —(@Q), de modo que Il >>b> R > a.

Al principio los cilindros estan en reposo, de modo que el momento angular mecénico es nulo, pero se
tiene momento angular almacenado en el campo electromagnético.

(a) Demuestre que en la regién a < s < R, el momento angular total es

. I 2 2
Lem = _/J’On Q(if a ) Z.

Para ello, demuestre que la densidad de momento es

ponl@ o
2mls 2

ﬁem = ,LL0€O§ = -

en donde S es el vector de Poynting, y (;AS describe la coordenada azimutal.

(b) Si ahora la corriente se reduce gradualmente, se induce un campo eléctrico azimutal. Calcilelo en
las regiones s > Ry s < R.

(c¢) Demuestre que la torca sobre el cilindro externo es

- uonQR2 dl |
Ny="—"——
b 2 dt ”

y que esto induce un momento angular
- 1 94
Ly = fi,uonIQR Z.
(d) De manera andloga, demuestre que el momento angular inducido en el cilindro interno es

.1
L, = §MonIQa227

Asi, se tiene que l_:em = Ea + I_;b.

2. Considere una esfera conductora magnetizada de radio a que rota con una frecuencia w alrededor del eje
paralelo a su direccién de magnetizacion en el vacio (como se muestra en la figura).

a) (Cual es la densidad de corriente eléctrica?

(a)
(b) {Cudl es el potencial vectorial magnético en todo punto del espacio?
(c)
(d)
()

(f) ;Qué pasa si el eje de rotacién es perpendicular a la direccién de magnetizacion?

;Cudl es el campo magnético en cualquier punto en el interior de la esfera?
;Cudl es el campo magnético en cualquier punto afuera de la esfera?

Dibuje las lineas de campo magnético.



. . . . . . . . / 7 . .
3. Considere un sistema de referencia fijo K y un sistema de refencia inercial XK' mévil con velocidad Va

lo largo del eje 0. Sean E y B los campos electrico y magnetico en el sistema de referencia K y E ,?
los campos correspondientes en K , respectivamente.

(a)

Cuando V < ¢ (¢ velocidad de la luz) o ? = z < 1, muestre que las relaciones entre los campos
tienen como expresion:

E-F+Bxf y B=F -F x7

Las relaciones entre las componentes de los campos en el sistema del laboratorio y en el sistema
mévil estan dadas por las ecuaciones siguientes:

E,=E, Ey=1(E, +3:B)) E.=7(E -0(B),)

By =B, By=7(B,—5E) B.=7(B.+bE)
En este caso, como g < 1, tome v = 1.

Una particula de masa m y de carga e se mueve en el laboratorio en campos eléctrico y magnético
cruzados, estaticos y uniformes. § es paralelo a o7 y B es paralelo a 0%. Se tiene entonces que

=Fé, y = Bé,. Suponga que E < B. Para resolver el problema, se busca un sistema de
referencia donde la particula se mueve en un campo magnético constante, porque en este caso las
ecuaciones del movimiento de la particula son conocidas. Encuentre la velocidad del booster que
permite obtener el caso conocido y el campo magnético en el sistema de referencia mévil.



Examen Predoctoral
Fisica Estadistica
Jueves 18 de junio, 2015

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas, cada uno en hojas separadas.

1. Demuestre que en el ensamble canénico, la capacidad calorifica es proporcional a la varianza de la energia.
Utilice este resultado para obtener el calor especifico de un sistema de IV particulas sin interacciéon cuyas
energias estan dadas por

EZa%; m=0,1,2..M

Discuta qué ocurre en el limite M — oo.

2. Un gas ideal a temperatura T y presion P se encuentra en equilibrio con una superficie adsorbente en la
que hay M sitios de adsorcion. En cada sitio se puede adsorber una particula, y la energia de adsorcion
por particula es ug < 0. Por las fluctuaciones térmicas, todo el tiempo se estan adsorbiendo y liberando
particulas de la superficie. Utilizando el formalismo del ensamble gran canénico, encuentre el nimero
promedio m de particulas adsorbidas como funcién de T' y P.

3. Counsidere un gas de fermiones de espin 1/2 a temperatura nula. Sea n = N/V el numero de fermiones
por unidad de volumen y sea Er la energia de Fermi.

a) Calcule el producto pV en funcién de la energia interna Uyp.

b) Calcule el coeficiente de compresibilidad isotérmica

w1 (Y
_VﬁpT

en funcién de n y Ep.



