
Examen Predoctoral
Mecánica Clásica

Martes 6 de enero, 2015

Nombre:

Importante: Resuelva dos de los problemas conceptuales y dos de los problemas anaĺıticos. Los problemas
conceptuales no requieren de cálculos extensos, sólo de una idea.

Problemas Conceptuales

1. Describa las caracteŕısticas de un péndulo f́ısico cuyo periodo de oscilación, T , tenga el valor que desee
el diseñador de éste. Esto es, debe describir cómo diseñar, por ejemplo, un péndulo f́ısico de un metro de
diámetro, cuyo periodo sea de un minuto, a pesar de que se sabe que un péndulo ideal con un peŕıodo
de un minuto tiene una longitud de aproximadamente 1 km. La solución no es única, cualquiera que
funcione vale.

2. Un carro baja libremente (sin frenos) sobre un plano inclinado con un ángulo θ a la horizontal. Un
niño en el carro arroja una pelota de masa m con velocidad v a ángulo recto al plano inclinado. En este
instante el carro va con una velocidad V . Cuando la pelota vuelve a llegar al plano inclinado se encuentra

(a) adelante del niño.

(b) atrás del niño

(c) directo en las manos del niño

Véase la Fig. 1 para cualquier ambigüedad. Se considera que el tamaño del niño es despreciable y que
éste arroja la pelota desde el plano inclinado.

3. Un aro de masa m, de radio R y de ancho despreciable empieza a moverse del reposo rodando sin
deslizarse sobre un plano inclinado a un ángulo θ de la horizontal. Empieza a una altura h. Al mismo
tiempo, se suelta de la misma posición un cilindro lleno, que tiene el mismo radio y la misma masa. Las
dos situaciones están descritas en la Fig. 2.

Los dos cuerpos ¿llegan simultáneamente a la meta final? Si no ¿cuál de los dos gana la carrera? Justifique
su respuesta.
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Figura 1: La situación descrita en palabras en el problema conceptual 2.
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Figura 2: La situación descrita en palabras en el problema conceptual 3.
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Problemas Anaĺıticos

1. Dos objetos de masa m y M están conectados por una cuerda de longitud L, inextensible y de masa
despreciable. Ésta pasa por un hoyo en el centro de una mesa, como se representa en la Fig. 2.

El objeto de masa m está constreñido a moverse en el plano de la mesa y el objeto de masa M sólo
puede subir o bajar de tal manera que la cuerda se mantenga siempre tensa.

(a) Describa el sistema usando algún conjunto de coordenadas generalizadas. La elección no es única,
aśı que descŕıbalas con precisión.

(b) Escriba la Lagrangiana en las coordenadas que eligió.

(c) Encuentre las ecuaciones de movimiento. ¡No las resuelva!

(d) Encuentre todas las cantidades conservadas y relaciónelas con las simetŕıas correspondientes.

2. En este problema se estudiará el péndulo esférico. Una masa puntual m se encuentra sujeta a una cuerda
inextensible de masa despreciable. La diferencia de este sistema con el péndulo normal es que este péndulo
puede oscilar en cualquier dirección y no sólo en un plano, bajo el efecto de la gravedad. Encuentre la
Lagrangiana en las coordenadas adecuadas y la o las cantidades que se conservan en este problema.

3. Considere la Lagrangiana

L(ẋ1, ẋ2;x1, x2) =
ẋ21 + ẋ22

2(x21 + x22)
(1)

(a) Muestre que hay una simetŕıa dada por x1(λ) = λx1, x2(λ) = λx2

(b) Con el teorema de Noether calcule la cantidad conservada correspondiente.

(c) Calcule el Hamiltoniano que corresponde a esta Lagrangiana.

(d) ¿Cuáles son las cantidades conservadas en el lenguaje Hamiltoniano? ¿De qué manera lo calcula?
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dibujo.

El objeto de masa esta está constreñido a moverse en el plano de la mesa y el objeto de masa
Figura 3: El sistema descrito en palabras en el problema anaĺıtico 1.
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Examen Predoctoral
Mecánica Cuántica

Miércoles 7 de enero, 2015

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas.

1. (a) Una part́ıcula de masa m y carga q está sujeta a un potencial de oscilador armónico con frecuencia
ω y se encuentra en su estado base |0〉. Al tiempo t = 0 la part́ıcula es perturbada por un campo
eléctrico espacialmente uniforme de la forma

E(t) = E0e−αt i, t ≥ 0,

donde E0 y α son constantes positivas y i es el vector unitario en la dirección del eje X. Determine
la probabilidad, a primer orden en teoŕıa de perturbaciones, de que el oscilador armónico brinque
a un estado excitado |n〉 como consecuencia de esta perturbación.

Indicaciones:

(1) Recuerde que x̂ =
√

h̄
2mω (â† + â).

(2) Recuerde que el operador de evolución en el cuadro de interacción es

ÛI(t, t0) = 1− i

h̄

∫ t

t0

V̂I(t
′)dt′,

a primer orden en teoŕıa de perturbaciones.

(b) Para un oscilador armónico cuántico, considere el conjunto de los estados coherentes, definidos como

|z〉 ≡ e−
|z|2

2

∞∑
n=0

zn√
n!
|n〉,

donde z es un número complejo y |n〉 son los estados de número, tales que n̂|n〉 = n|n〉. El operador
de número es n̂ = â†â, y â (â†) son los operadores de aniquilación (creación) usuales.

(i) Demuestre que los estados coherentes están correctamente normalizados.

(ii) Escriba una expresión para |〈z|z′〉|2 y comente sobre la ortogonalidad de los estados coherentes.

(iii) Demuestre que el estado coherente |z〉 es eigenestado del operador â con eigenvalor z.

(iv) Calcule el valor de expectación N = 〈n̂〉 y la incertidumbre ∆n̂, con respecto al estado |z〉.
Calcule, e identifique, la distribución de probabilidad Pn ≡ |〈n|z〉|2. Muestre que para números de
ocupación grandes (N →∞), la incertidumbre relativa ∆n̂/N tiende a cero.

(v) Suponga que el oscilador se encuentra inicialmente, al tiempo t = 0, descrito por un estado
coherente |z〉. Calcule la probabilidad de encontrar el sistema en este mismo estado en un tiempo
posterior t > 0.



2. Una part́ıcula con esṕın 1/2 se coloca en un campo magnético constante B = B0z, donde z es el
vector unitario en la dirección del eje Z . Por lo tanto, el Hamiltoniano de la interacción está dado por
Ĥ = −γB · Ŝ = −γB0Ŝz, donde γ es la razón giromagnética. Supongamos que al tiempo t = 0, el estado
de la part́ıcula se polariza en la dirección del vector unitario u, cuyos ángulos en coordenadas esféricas
estándares son (φ, θ).

(a) Si |ψ+〉 y |ψ−〉 son los eigenvectores de Ŝ2 y Ŝz, (Ŝz|ψ±〉 = ± (h̄/2) |ψ±〉 ), demuestre que el estado
inicial de la part́ıcula con proyección de esṕın +h̄/2 en la dirección u es

|ψ(0)〉 = cos (θ/2) e−iφ/2|ψ+〉+ sin (θ/2) eiφ/2|ψ−〉

(Indicación: |ψ(0)〉 es entonces un eigenestado del operador que representa la componente de Ŝ a lo
largo de la dirección del vector unitario u).

(b) Encuentre el estado |ψ(t)〉 para un tiempo posterior t > 0 y muestre que dicho estado precesa
alrededor del campo magnético B con una frecuencia ω que tendrá que determinar (la frecuencia
de Larmor).

(c) Encuentre los valores promedio 〈Ŝx〉, 〈Ŝy〉 y 〈Ŝz〉 en el estado |ψ(t)〉.
(d) Supongamos que ahora el sistema se encuentra en equilibrio térmico a la temperatura T . Escriba

la matriz de densidad ρ̂ del sistema y utiĺızela para calcular 〈Ŝx〉, 〈Ŝy〉 y 〈Ŝz〉 en el equilibrio.

3. (a) Considere un sistema cuyo Hamiltoniano es Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t), en la representación de Schroedinger,
donde Ĥ0 no depende expĺıcitamente del tiempo y V̂ (t) se considera como una perturbación. A
partir de la función de onda |Ψ〉S en la representación de Schroedinger, se define la función de onda
|Ψ〉I en la representación de interacción como

|Ψ(t)〉I = e
iĤ0
h̄ t|Ψ(t)〉S .

Muestre que el operador de evolución en el cuadro de interacción ÛI(t, t0), tal que |Ψ(t)〉I =
ÛI(t, t0)|Ψ(t0)〉I , satisface la ecuación

ih̄
dÛI(t, t0)

dt
= V̂I(t)ÛI(t, t0).

y que ésta tiene la solución

ÛI(t, t0) = 1− i

h̄

∫ t

t0

V̂I(t
′)dt′,

a primer orden en teoŕıa de perturbaciones.

(b) Considere dos part́ıculas distinguibles de esṕın 1/2 (por ejemplo un electrón y un positrón) cuyo
Hamiltoniano (independiente de la posición de ambas part́ıculas) es

H = AŜ1 · Ŝ2, A real,

donde Ŝ1 es el operador de esṕın del electrón y Ŝ2 es el operador de esṕın del positrón.

(i) Indique dos conjuntos completos de operadores que conmutan (CCOC) para el sistema y muestre
claramente cómo estan definidos los respectivos vectores base.

(ii) Calcule los posibles valores de la enerǵıa del sistema y las funciones propias del Hamiltoniano.
Indique la degeneración de cada nivel. ¿Cómo se modificaŕıa su respuesta si se tratara de dos
part́ıculas idénticas?.

(iii) Suponga que en t = 0, el estado del sistema de las dos part́ıculas es tal que el electrón está en el
estado |+〉1,tal que Ŝ1z|+〉1 = h̄

2 |+〉1 y el positrón está en el estado |−〉2 tal que Ŝ2z|−〉2 = − h̄2 |−〉2.
Con este estado inicial calcule la probabilidad de que al tiempo t la medición de las componentes z
del esṕın de cada part́ıcula arroje los valores − h̄2 para el electrón y + h̄

2 para el positrón.

(iv) Suponga que al tiempo t = 0, se introduce la perturbación

V = B(Ŝ1z − αŜ2z), B, α reales.

Calcule las correcciones a los niveles de enerǵıa del inciso (ii) a primer orden de teoŕıa de perturba-
ciones e indique cómo se remueve la degeneración.
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Examen Predoctoral
Electrodinámica Clásica
Lunes 5 de enero, 2015

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas.

1. Considere la propagación de ondas electromagnéticas (EM) monocromáticas de frecuencia ω en una gúıa
de ondas formada por un prisma largo hueco de sección transversal cuadrada de lado L cuyas paredes
están formadas por un material conductor perfecto, dentro del cual ~E = 0 y ~B = 0. La gúıa de ondas
se extiende a lo largo del eje z, de manera que sus caras descansan en los planos x = 0, x = L, y = 0 y
y = L.

x

y

z

L

L

(a) Muestre que el campo debe cumplir las condiciones de frontera ~E‖ = 0 y B⊥ = 0 en las paredes

de la gúıa, donde ~E‖ denota la proyección del campo eléctrico sobre dichas paredes y B⊥ denota la
componente del campo magnético normal a la pared.

(b) Escribiendo al campo electromagnético como una onda plana monocromática que se propaga a lo
largo del eje de la gúıa (eje z) con número de onda k modulada por una amplitud que depende de x

y y, i.e., ~E(~r, t) = ~E0(x, y)ei(kz−ωt) y ~B(~r, t) = ~B0(x, y)ei(kz−ωt), obtenga las siguientes relaciones:

Ex =
i

(ω/c)2 − k2

(
k
∂Ez

∂x
+ ω

∂Bz

∂y

)
,

Ey =
i

(ω/c)2 − k2

(
k
∂Ez

∂y
− ω∂Bz

∂x

)
,

Bx =
i

(ω/c)2 − k2

(
k
∂Bz

∂x
− ω

c2
∂Ez

∂y

)
,

By =
i

(ω/c)2 − k2

(
k
∂Bz

∂y
+
ω

c2
∂Ez

∂x

)
,

(en el sistema de unidades MKS).

(c) Desacople estas ecuaciones y obtenga las expresiones[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+
(ω
c

)2
− k2

]
Ez = 0,[

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+
(ω
c

)2
− k2

]
Bz = 0,

que cumplen las componentes longitudinales (i.e., axiales) del campo electromagnético.



(d) Demuestre que en la gúıa de ondas no pueden propagarse modos electromagnéticos transversales
(EMT o TEM) con Ez = 0 y Bz = 0.

(e) Considere la propagación de modos eléctricos transversales (ET o TE) con Ez = 0 y obtenga las
soluciones Bz(~r, t) consistentes con las condiciones a la frontera.

(f) Muestre que el número de onda k de cada modo ET puede expresarse como

k =
1

c

√
ω2 − ω2

c

y obtenga la correspondiente frecuencia de corte ωc.

(g) Obtenga la velocidad de fase vf y la velocidad de grupo vg de la onda ET a lo largo del eje de la
gúıa. Discuta sus resultados.

(h) Describa el comportamiento de un modo ET cuando ω < ωc.

(i) Encuentre el modo con la mı́nima frecuencia de corte y el valor correspondiente de ωc.

(j) ¿Podrá recibirse una señal de radio AM en un automóvil que viaja dentro de un túnel largo con
sección transversal cuadrada de lado 10.0 m? (la banda de radio AM emplea frecuencias de 511 kHz
a 1,611 kHz.)

2. Una esfera sólida de radio a centrada en el origen ~r = 0 está hecha de un material no magnético
con permitividad ε y es iluminada por una onda electromagnética plana monocromética circularmente
polarizada, descrita por el campo eléctrico

~E(~r, t) = ReE0(x̂+ iŷ)ei(kz−ωt)

con x̂ y ŷ vectores unitarios que apuntan en las direcciones x y y respectivamente. Suponga que a� λ,
con λ la longitud de onda de la luz.

(a) Justifique la aproximación cuasiestática a distancias r � λ y resuelva la ecuación de Laplace en la
vecindad de la esfera empleando coordenadas esféricas para obtener expresiones para el potencial
escalar φ(~r, t) dentro y fuera de la misma como un desarrollo en armónicos esféricos.

(b) Muestre que para a� r � λ el potencial es dado por φ(r) = α+
11rY11(θ, ϕ) y encuentre la constante

α+
11.

(c) Emplee condiciones de regularidad en el centro de la esfera, el valor del potencial para a� r � λ
y condiciones de contorno en la superficie de la esfera para fijar el valor de todas las constantes que
determinan al potencial.

(d) A partir del potencial inducido en el exterior de la esfera (o si desea, a partir de la densidad de
carga inducida) muestre que el dipolar eléctrico ~p inducido es

~p =
ε− 1

ε+ 2
a3E0(x̂+ iŷ)e−iωt.
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(e) A partir de ~p calcule la potencia radiada por unidad de ángulo sólido dP(θ)/dΩ (promediada en el
tiempo) como función del ángulo polar θ.

(f) Calcule la potencia total P dispersada por la esfera (promediada en el tiempo).

(g) Calcule la sección transversal de dispersión σ = P/I, donde I es la intensidad de la onda incidente.

Pista: Podŕıan serle útiles las siguientes expresiones para algunos armónicos esféricos Ylm(θ, ϕ) norma-
lizados:

Y00(θ, ϕ) =
1√
4π

,

Y11(θ, ϕ) = −
√

3

8π
sin θeiϕ,

Y10(θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ,

Y1−1(θ, ϕ) =

√
3

8π
sin θe−iϕ,

con θ el ángulo polar y ϕ el ángulo azimutal.

3. Un ĺıquido transparente no dispersivo tiene permitividad ε y permeabilidad µ (relativas). El ĺıquido se
pone en circulación, moviéndose en la dirección +x con velocidad Vl a lo largo de un tubo T+ transparente
de longitud L y regresando a través de otro tubo igual T− con velocidad −Vl. Dos ondas luminosas
coherentes de frecuencia ω atraviesan cada tubo en la dirección +x y después se hacen interferir.

(a) Obtenga la velocidad v′ de la luz en sistemas de referencia que se muevan junto con el ĺıquido.

(b) Obtenga las velocidades v+ y v− de los haces luminosos que recorren los tubos T+ y T− en el sistema
de referencia del laboratorio.

(c) Demuestre que si Vl � c se puede aproximar

v± =
c
√
εµ
± Vl

(
1− 1

εµ

)
.

(d) Calcule la diferencia de fase ∆φ adquirida entre los dos haces luminosos al recorrer los tubos.
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Examen Predoctoral
F́ısica Estad́ıstica

Jueves 8 de enero, 2015

Nombre:

Elija y resuelva dos de los siguientes tres problemas.

1. (a) Calcule la entroṕıa de un sistema de N osciladores armónicos tridimensionales clásicos (i.e. la
versión clásica del sólido de Einstein), y muestre que dicha entroṕıa diverge conforme la temperatura
desciende al cero absoluto, es decir, que S →∞ cuando T → 0 K.

(b) Muestre que las consideraciones cuánticas eliminan la divergencia; es decir, use la función de parti-
ción de un oscilador armónico cuántico

zq =
e−βh̄ω/2

1− e−βh̄ω

(c) En el modelo de Debye para sólidos cristalinos, cada oscilador tridimensional se caracteriza por un
vector de onda ~q, y la enerǵıa libre depende únicamente de la magnitud q = |~q|, que se relaciona
linealmente con la frecuencia ω y la velocidad del sonido en el cristal v: ω = qv (considere que la
velocidad del sonido es la misma para los modos longitudinales y transversales), además de que la
región de integración es una esfera de radio qD:

F =
3kBTV

2π2

∫ qD

0

ln
(
1− e−βh̄vq

)
q2dq.

Muestre que al considerar que el número de estados en la esfera es 3N , entonces la frecuencia de
Debye ωD resulta ser:

ωD = v

(
6π2N

V

)1/3

.

(Use el hecho de que en un volumen infinitesimal d3q hay 3V d3q/(2π)3 estados, y coordenadas
esféricas).

(d) Usando las relaciones F = −kBT lnZ y E = −(∂ lnZ/∂β), muestre que:

E =
3V

2π2v3

∫ ωD

0

h̄ω

eβh̄ω − 1
ω2dω

2. Considere un gas ideal de N fermiones idénticos de masa m y con esṕın 1/2 en una caja unidimensional
de longitud L. Obtenga:

(a) La densidad de estados del sistema.

(b) La enerǵıa de Fermi del sistema.

(c) La enerǵıa interna (U) y la “presión” (P ) a temperatura T = 0.

(d) La relación entre P , L y U .

3. Considere un sistema formado por N part́ıculas indistinguibles que pueden ocupar los sitios (distingui-
bles) de una red cristalina que puede subdividirse en 2 subredes A y B. Además suponga que cada subred
tiene N sitios y que la enerǵıa de una part́ıcula es cero cuando ocupa uno de los sitios de la subred A y
ε > 0 cuando ocupa uno de los sitios de la subred B.

(a) Calcule la entroṕıa del sistema.

(b) Obtenga la enerǵıa (U) y capacidad caloŕıfica (C) como función de la temperatura (T ).

(c) Analice los ĺımites T → 0 y T →∞ y haga un bosquejo de las gráficas U(T ) y C(T ).


